Le probléme 90 du sanpo-jojutsu : Une solution et quelques sangaku.
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1 Le probléme 90 du sanpo-jojutsu

Dans le sanpo-jojutsu (1842) écrit par yasunoshin yamaoto et disponible ici : http ://www.wasan.jp/kosiki/kosiki.html,
on peut trouver une collection de formules utilisées pour la résolution de sangaku. En particulier la formule 90 donne un
moyen de calculer le rayon du cercle (en réalité le diameétre) tangent & une ellipse et aux cotés du rectangle circonscrit aux

sommets de cette derniére.
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On se propose de retrouver la valeur de ce rayon en fonction des longueurs des demi axes de Dellipse.

2 Une configuration générale

On consideére la configuration suivante :

A
Y
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M q

b »
Q

X>
© a
Xy
ou lellipse a pour équation P + ol 1 dans le repére orthonormé (Oxy) et p € [0,al, g € [0, b[.

2.1 Condition de tangence

On cherche la relation sur p et g pour que la droite (PQ) soit tangente a Dellipse.



Soit M : (xm, ym ) un point de Uellipse, la tangente Ty en M a pour équation M +ng

=1, elle passe par P: (a —p,b)
et Q: (a,b— q) si et seulement si
(a—p)xm Um

2 + =1
a
X_M+(b_Q)UM 1
a b?

Puisqu’il est clair que 0 < (a —p) (b — q) < ab, on obtient, en utilisant par exemple les formules de Cramer,

X a’q
M =
ab—(a—p)(b—q)
y = b’p (échange des roles a <> b et p & q)
M T ab—(a—p)(b—a ©
La condition cherchée est obtenue en écrivant que les coordonnées trouvées sont celles d’un point de lellipse, i.e. —5- —1—1‘:)—7\;[ =1
ce qui donne ,
a’q* +b*p? = ((a—p) (b—q) — ab) (1)
En développant, on obtient la condition équivalente pq (2aq 4+ 2bp — 2ab — pq) = 0 que 'on écrit
2aq +2bp —2ab—pq =0 (2)
ou encore
2(a—p)(b—q)=pq 3)

2.2 Coordonnées de M

On commence par remarquer que

v — ap (b —dq)
™ ab—(a—p)(b—q)
Un calcul simple montrer que (2) équivaut a
bp
b_ —
q 2a—p
d’ou
bp
apZa— ap? pa
XM = a-— P =a-— =a—-——
bp a(2a—p)—pla—p) (p—a) + a2
ab—(a—p)za_p
2
b
G = b TP
(g—a)” +b?

Remarque 1 On peut donner plusieurs expressions des coordonnées de M. Par exemple, en utilisant la relation (1), on
obtient
N a’q a’q oty b?p
M = = M= —F——————
ab—(a—p)(b—da) /a2q?+b2p>? /aZq? + b2p?

alors qu’avec (3), on obtient

= a’q _ 2d%q
M7 ab—(a-p)(b—q) 2ab-pq
o ap(b—q) :a_Zap(b—q)
ab—(a—p)(b—q) 2ab —pq
2b?2 2bq(a—
- p__,_2bala—p)

2ab—pq 2ab —pq



2.3 Equation de la tangente (PQ)

Une équation de (PQ) qui est ainsi la tangente en M est

(PQ):gla—x)+p(b—y)=7pq

2.4 Cercle inscrit dans APQ

Soit C est le cercle inscrit au triangle APQ et r son rayon. On note N le point d’intersection de (PQ) et de C.

A
Y
PR A
c/
N q
M

(e}

9 x>

2.5 Coordonnées de N

Le vecteur  : (g,p) est normal & Ty, ainsi la normale a (PQ) passant par le centre de C a pour équation
pla=x)—qb—y)=(p—q)r
Les coordonnées de N vérifient donc

qgla—x)+p(b—y) =pq équation de (PQ)
pla—x)—q(b—y)=(p—q)r équation de la normale

que l'on résout par Cramer pour obtenir

P
XN = a——5—— —1) +pr
q
= b-— T —T)+qr
2.6 Une relation sur r
Dans le triangle rectangle APQ on a
L_pta— PQ Pq

2 piqtprtd?

4



d’ou
2r=p+qg—PQ
et

H_ptq+rQ
Ainsi pq
Zr—l—T =2(p+q)

Remarque 2 Pour déterminer v, il faut éliminer les variables p et q. C’est ce qui va étre fait en écrivant que xm

Remarque 3 La relation (6) s’écrit également

ce qui avec (3) donne

On en déduit la trés belle relation suivante

p—1r gq-—r7
=1
v—axq—b
2.7 Coordonnées de N simplifiées
La relation (6) donne
p—r pr
= 2 — T =
a 1‘p—Zr’q ’ p—2r

et

2 2
pr (p—1)" +7
_2 — — —
pra—sr=p T+p—ZT p—2r

Mais on a également d’apres(4) et (8)

2 2
—1r) 47
PQ =vp?+4a? :P-I-(q—zr):(pp_+Zr

Ainsi avec (7) et (8), il vient

P pr

(q(g—7)+pr) =a— P

P (
p? +a? ((p—r)2+r2>z

XN = a
p—2r
et bien sar
a’r

yn=b-— 11—
(q—7)* +12
Remarque 4 On peut déja constater la symétrie des deux résultats

p’r
(p—1) 412

pa

—  — etxny =a—
(p—a) + a2

XM =a—

Tp—Zr Xp—Zr+

2
(p—1)7 +72

Cette symétrie s’explique facilement, car une transformation affine qui transforme Uellipse en cercle, transforme le cercle C

en ellipse et conserve les contacts et globalement les droites.



3 Solution du probléme 90

La configuration qui nous intéresse est celle ou M = N, ce qui équivaut & xm = xN (car dans ce cas, on a également
Ym = yn par symeétrie des roles).
On notera dans ce cas, T le point de l’ellipse et 11 le rayon du cercle inscrit & APQ.

A

T
M=N) Q

—T >
Puisque
XM =XN = a((p—r)z—I—rz):r((p—a)z—l—aZ)

= alp-1-1lp-a)?=dr—1la
— (a—71)(—ar+p?)=ar(a—r)

Ainsi (puisque 11 # a)
XM = XN & p? = 2ar et par symétrie q° = 2br 9)

On en déduit avec (4) que

_pt+a—vp2 +q®  V2ar +/2bry — /21 (a+b)
- 2 - 2

T
d’ou I'expression de 11 en fonction de a et b

(ﬁ+¢5—m>2
2

T =

Remarque 5 Dans le sanpo-jojutsu, on a un résultat un peu différent, & savoir

Formula9 O An ellipse touches the rectangle ABCD at

the midpoint of each side, and the circle

circumscribes the ellipse and

Let d be the diameter of the circle,
AB=a, BC=b, ! ¢
d* +ab-2dJab -2d(a +b) =0

1
1
1
1
1
1
1
1
1
\
1
i inscribes the rectangle, as shown.
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1



ce qui se traduit dans notre texte par la relation
(21 ) +4ab —4ryv4ab —4r; (2a+2b) =0

soit
p (\/ab+a+b) +ab=0 (11)

On vérifie la valeur trouvée pour v1 est bien solution de (11) en remarquant que

(\/E+a+b)z—ab_ a+b) (\/—+\/_)

4 Analyse de la configuration
Dans le cas ot M = N, on a, d’apres (9)
p = \/Za_n:a—\/a( a—i—b—\/g)
\/mo—n:b—\/l?( a+b—\/6>

q

On en déduit que

P:(\/E(\/H—\/B),b) etQ:(a,\/E(\/m—\/a»

et que
(p—a)2 +a’>=2ava+b (x/aer—\/l;)
Ainsi 5 7/
2a* (a— ay/a bvb
XT = ( 3 P) = \/_ et yr = (12)
(p—a)+a? Va+bd va+b
L’équation de la tangente en T & Dellipse se simplifie en
2+ L —Vato (13)

va Vb
Cette tangente coupe les deux axes de coordonnées en U et V avec

u: (ﬁm,()) et V: (o,ﬁﬁ)

Remarque 6 On constate que UP? = <\/H <\/ a+b— \/l;) Vava+ > +b2 =b(a+b) donc UP = OV et par symétrie
des roles VQ = OU.

4.1 Un probléme de minimum

Lorsque M décrit un quart d’ellipse, la tangente en M intersecte les demi-grand axe et demi-petit axe en Up et Vi .
acos© - , . xcos® ysin®
bsing | &VeC 0 € }0, 5 [ La tangente 7y en M a pour équation + 5 = 1. On

obtient alors les coordonnées de Umpm et Vm

a b
Unm : <COSG’O> °tQ: <O’ sine) '
a? b?
T cos20 | sin 0

d
de

On paramétre le point M par

et on en déduit que Upm Vi 2 . On a donc

bcos? 8 + asin’® 0

_ .2 2
(Um Vm )_2(asm 0 —bcos” 0) TR




b b
est du signe de (a sin? 8 — b cos? 6) = acos’ 0 (tan2 0 — E) Ainsi Uy VM a un minimum en 0 = arctan <\/g> Puisque

cos (arctanu) = ——— et sin (arctanu) = L, on a
u? 41 u? 41
min (UmVm )=UV=a+b

ay/a  bvb
Va+b Va+b /'

et le point réalisant le minimum est exactement le point T : (

RSN
3

UV=min((Uy Vo) / e Un

5 Le cercle tangent intérieurement a 1’ellipse en T

Compte tenu de 13, le vecteur

7 (- __E (14)
"\ Va+b Va+b

est unitaire et directeur de la normale & 'ellipse en T. Si N est le point d’intersection de cette normale et de 'axe Ox et si
R est le rayon du cercle tangent intérieurement a l’ellipse en T , on a

_ = a,/a—Rvb bvb—-Rya

A




Puisque N € Ox, on en déduit que

R=0by/—
a

et

N: (m“—gab,o)

Remarque 7 On peut facilement déterminer une équation de la normale (NT), a savoir

xva—yvb=(a—b)Va+b

6 Quelques sangaku

6.1 Un sangaku simple

On considére le sangaku suivant (création personnelle)

V‘Q/IM 7 b/a ?

Dans ce cas, les triangles PAQ et PBV sont isométriques ainsi

_¢
P=3

(16)

(17)



ce qui donne

a—va(Va¥b-vb) =2

soit

l— ]+E_\/§
2 a a
- / b b .
en multipliant par ( 1+a+\/;> , on obtient
1(,/1+R+ﬁ):1
2 a a

2\/§:2—l:>b:ia

a 2 16
/ 9
Puis p = % = +/2ar; donne r; = g d’oit g =+/2b1r] =4/2 X 1—6a X % = 3—8(1 et enfin
T2 b—q b 1

_:—:——1:—

T q q 2

ce qui en combinant les deux donne

10



6.2 Ou l'on trouve (encore) le nombre d’or

On considére dans ce cas la configuration suivante (création personnelle) :

pour laquelle R = ON. Or d’aprés (15) et (16)

2 2
R = 0N<=>b\/gzx/a+b“_b<=>(\/a+b“_b> :<b 9)

Va Va a

— azzb(a+b)(@%=1+2\/§:(plenombred’or

Remarque 8 Dans ce cas, on a
2
1 — /1 1 R 1

n_(+ve + ) T (-NVP =1 —— et~ = —

b 2 Vo v T Ve
d’ot

R+11 =D

6.3 Deux sangaku historiques
6.3.1 Un sangaku de la préfecture de Tokyo

Le sangaku suivant est selon [2] daté de 1821, la tablette ayant disparue.

bm{:(rl ,ra) K
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On demande d’exprimer b en fonction de 11 et de r3. Notons w3 le centre du cercle 3), d’apres (12) et (14), on a

w3 =T+T3ﬁ>

I'ordonnée de w3 étant égale & 13, on obtient
b\/E —T3 \/E
va+b

T3 =

Ainsi

\/_
T3 = \/%Jr\/_—\/—(va—l— \/_)

VB (VB2 ) = b y/2br,

On a donc 2br; = (b — T‘3)2 d’ou 'équation vérifiée par b :

Compte tenu de (10), on a

—2b (1 +T3)+T§ =0

(18)

Cette équation admet deux solutions 11 +13 — /211713 + 1‘% <ryetry+1344/2rr3 + r%. On en déduit I'égalité (donnée

par la tablette)
b=1+713+4/21713 +T%

6.3.2 Un cas particulier

Dans [3], on trouve le sangaku suivant :

a/b =

qui est le cas particulier ou 13 = 7. On a alors avec (20) b = (2 + \/g) T3 et avec (19) o

VaTb-va- fﬁ

Vb (Vatb+/a)
2+V3

JE(Z+¢§)=M+\/E

En multipliant par v/a + b + 1/a, on obtient b = , ce qui donne

En combinant les deux expressions, il vient

z\/E:\/B<z+\f3— ):¢3—b

1
2+43
et ainsi

a=23b

12

=Vvb (Va+b—ya) &

(20)



6.4 Un sangaku difficile

On considere le sangaku suivant (création personnelle).

En notant x,,, ’abscisse de w3, 'application du théoréme de Pythagore conduit a

(Xw; —73)% +75 = (2r3)

ce qui donne aprés résolution x,, = (1 + \/§) T3.

13



Or d’aprés (18), on a

i
*T Jarb JVato

Xw

ainsi

W),

Va+b
d’ou
1 (1+V3) VaFe+ Vo
s ay/a
Or avec (19)
1 _Vat+b+ya
5 bvb

b
11 s’agit donc de déterminer 2 lorsque

@Tb+va  (1+V3)Vatb+vhb
b ava

b .
en posant t = —, cela revient & résoudre
a

Ht— i/];rt:<1+x/§> VIFt+vi

On a alors

t2—1
m:1—(1+ﬁ)tﬁ

en élevant au carré il vient

(2 -1)’
(1 (1+v3) i)’

(141 =

ce qui équivaut a

(1—<1+\/§>t\/i)2:<1+\/§>2t3—2<1+\/§)t\/€+1:M:ﬁ—tz—tﬂ

t+1
d’ou

<1+\/§>2t2—(t2—t—1):<3+2\/§>t2+t+1 :2(1+x/§)x/¥

soit en posant x = v/t

<3+2\/§>x4+x2—2<1+\/§>x+1 —0

Et 1a, un miracle car cela se factorise en
2
(3—1—2\/5) (xz —x—l—gx/g—]) (X—i—XZ —1—1) =0

Puisque x € R, on a
2
xz—x+§\/§—1 =0

ce qui donne deux solutions possibles pour x et pour t
11 2
t= <§ = 2V/45 —24\/3)

14
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2
On vérifie que seule la solution t = <% + % 45 — 24\/?;) vérifie (21), ainsi

2 45 - 243+ (9—43
E: <%+16\/45—24\/§> _ ( ) — 0,654005570 - - -

6
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