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Les deux sangaku dont la résolution est proposée ici sont traditionnellement résolus & ’aide de I'inversion. Il est cependant
possible de se passer de cet outil qui n’est plus guére enseigné et d’utiliser des considérations trigonométriques. On pourra
s’étonnner des simplications quasi miraculeuses qui permettent de résoudre les deux problémes posés.

1 Cinqg cercles tangents intérieurement & méme cercle.

Le premier probléme est issu d’un livre publié¢ en 1810 par Sanpo Tenshosho Sinan et Anmei Aida. Il est probable qu’il
provienne d’une tablette ayant existée et qui aurait été détruite.

On considére deux cercles T et T’ tels que I soit tangent intérieurement & I On place une chaine de quatre cercles
Ci1, Cy, C;5 et C4 tangents intérieurement a I, extérieurement a I et tel que C; soit tangent & C; et C3, C3 4 Cy et Cq4 comme
indiqué sur la figure suivante.
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On demande de prouver la relation suivante sur les rayons 11,72, 13 et 14 des quatre cercles Cy, Caz, C3 et Cs :
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On note Q et Q' les centres de I" et IV, R et r désignent leur rayon. Soit C un cercle, de centre M et et de rayon p, tangent
intérieurement a I et extérieurement & I, on a alors

OM=R—pet OM=r1+p



On en déduit que
OM+QO'M=R+r

Ainsi les centres des cercles tangents, intérieurement a I' et extérieurement a I, sont sur une ellipse de foyer Q et Q' et de
grand axe 2a = R+ r. Puisque la distance entre les deux foyers vaut R — 1, on en déduit que le demi petit axe b, qui vérifie
4b2 = (R+1)* — (R—1)*, vaut b = VRr.
On se place dans le repére orthonormé ayant pour origine le point Q, centre de I Le centre de 'ellipse a pour coordonnées
R—r
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M est sur Pellipse que ’on vient de caractériser, il existe donc ¢ tel que les coordonnées de M soient

R— R
M : (__r + Jrrcoscp,\/Rrsim(p)

,O) . On considere alors un point M, centre d’un cercle tangent intérieurement a I' et extérieurement a I". Ce point
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On convient d’appeler t, le paramétre associé au point M. Le cercle de centre M et de rayon p est tangent intérieurement &
I et extérieurement & I si et seulement si, compte tenu du fait que les coordonnées de Q' sont (—R + 1,0)
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Par différence des deux équations, on obtient
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Si on considére maintenant deux cercles C et C’ tangents entre eux, intérieurement a I' et extérieurement a . Soient M et
N leurs centres et t et u les parameétres associés. Les coordonnées des centres sont donc
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et les rayons de C et C' sont p = et p = ——— - La condition de tangence entre C et C’ g’écrit alors

1+1¢2 T4+u
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Soit
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ce qui donne
(r=RE) (1+12) — (r—Ru?) (1+42))* +4Rr (t (1 +12) —u (14 ) = (R—1)? 2+u? +12)°
soit apres factorisation de chaque terme
(t=w* [(R+ 1) (t+ W) +4Rr (tu—1)°| = (R=1)} (2412 +¢7)°
On retranche de chaque coté de I'égalité le terme (R — 1)% (t — w)? (t +u)? pour obtenir
(t=w? [R+7) (4w = R=1) (¢ +w)” +4Rr (tu— 1) = R—1? [2+2 + )" — (2 — )]

soit
aRr (t=w? (W)’ + (tu—1)7) =4R=1) (W2 +1) (£ +1)

on simplifie cela avec I’égalité (t + u)z + (tu— 1)2 = (tz + 1) (uz + 1) pour obtenir enfin

(t—w)? = (R—r)z
VRr

ce qui signifie que
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Si on parametre Dellipse avec @ € |—m, 7[, alors t varie de —oo & +00, et lorsque ’on décrit une chaine de cercles tangents,

si I'on passe d’un cercle & un autre en suivant le sens trigonométrique, les parameétres t des cercles décrivent donc une suite
R—r

arithmétique de raison k =

N

// (RQ_ y*2

L/ VR_V_

BA@
.
| >

S

N—"

<R2_ '/‘2

il

)|

On peut maintenant prouver le sangaku, si t; est le paramétre du cercle Cy alors 11 =

N—

R—
ﬁ, les paramétres de C,,C3 et Cy
sont alors t; =t; +k, t3 =t; + 2k et t4 = t; + 3k. Pour prouver la relation annoncée, il suffit d’établir que
t2 + 3t =7 + 3t}
= -t :3(’(% —t%)
& (—t)ts+t) =3tz —t2) (t3 + t2)
&  3k(2t) +3k) =3k (2ty + 3k)
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On a donc bien prouvé que

1 3 1 3
+
T T3 T4 T2

2 Une chaine de cercles

Le second probléme est issu d’une tablette datée de 1814 et qui se trouve dans la préfecture de Gunma.

On considére deux demi-cercles de rayons R et r tangents intérieurement. On place entre ces deux demi-cercles une chaine
de sept cercles tangents entre eux et tangents aux deux demi-cercles comme indiqué sur la figure. En particulier le premier
cercle est tangent au diamétre commun des deux demi-cercles.

Il s’agit de prouver que les rayons du premier, du dernier et du cercle médian sont reliés par la relation :
7 2 5
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On utilise les résultats établis dans le précédent sangaku. On sait que les centres des sept cercles sont sur une ellipse que
I’on peut parameétrer par

R— R
M(p) = <— 2 r+ —Zi_rcosq),\/ﬂsin(p>

En posant t = tan 2, la suite des parameétres t1,--- ,t; des centres des cercles est une suite arithmétique, a termes positifs
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— . [l s’agit donc de prouver
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. On a également montré que le rayon du k'*™¢ cercle est alors 1y = ]
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et de raison p =

que
7t = 2t2 4 5t?

sachant que t; =t + 6p et t4 = t; + 3p. En remplagant, cela équivaut a

2(—13)=5(t; —t]) &= 2(2t1 + %) =5(2t; +3p) &= t; = 2=
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Le probléme se réduit & montrer que le rayon du premier cercle de la chaine vaut
_ R—1  4Rr(R-71)
1+t2 (R+1)°
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On utilise la formule de Héron dans le triangle QQ’w; dont le demi-périmétre vaut p = r+n Lt !

> = R et aire
R—
A :% ainsi
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qui admet deux solutions 1 = 0, & exclure, et 11 = % On a donc prouvé que
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Remarque : La solution 11 = 0 correspond au "cercle-point" de contact des deux demi-cercles.
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On peut également établir d’autres relations du méme genre que celle que 1’on vient de prouver, par exemple, on a o=
2
1

— 4 —. Lauteur du sangaku a préféré prendre 7 cercles, le premier, le dernier et celui du milieu.
T3 T2



